Cviceni z teorie pravdépodobnosti 2

7. konvergence sub-martingalt

véty o konvergenci martingalu a submartingalu

. Uvazujte urnu, ve které je na pocatku v ¢ase n = 0 umisténo celkem b bilych a ¢ ¢ernych kulicek.
V kazdém casovém intervalu (n—1,n) jednou vytdhneme ndhodné vybranou kulicku z urny a vrétime
ji zpét spolu s dalsimi celkem z kulickami stejné barvy. Bud T), relativni pocet kulicek bilé barvy
v urné v ¢ase n a X, indikdtor vytazeni bilé kulicky v ¢asovém intervalu (n — 1,n).

(a) Ukazte, ze lim, (T, — = >"7_| X}) = 0 skoro jisté pro n — oo.

(b) Ukaze, ze posloupnost X, je permutovatelna tj. pro kazdou permutaci 7 na mnoziné {1,...,n}
plati Py, . x, = Pr(x)),..x(X,)-

(k+;)r(b+6) B(k+2,¢

D(Or(k+2E¢) — B(L,9) -

. Necht Q =[0,1], A = B[0, 1], a P je Lebesgueova mira na [0, 1]. Bud f : [0, 1] — R funkce s kone¢nou

variaci a Sy := {0,1} € S, € S,41 € [0,1],n € N zjemnujici se posloupnost konecnych délént

intervalu [0, 1]. Oznac¢me

(¢) Ukazte, ze T, — T ~ Beta(2, <) skoro jisté pro n — oo, tj. ET* =

_ fU=ls.) — f(=)s,) ‘o
O pro S € [0,1\S,
=T,(z_) pro z € S,\{0}.

Necht U, S, je hustd v [0,1]. Ukazte, ze

(a) proces T, je (s.j. dobfe definovany) F,-martingal, kde F,, = 0(X,,) a X, (z) = [z]s,.

(b) T,, — [’ skoro jisté pro n — co.

(c) fukce f je absolutné spojita pravé tehdy, kdyz je proces T,, stejnomérné integrovatelny.
. Bud'te P, @ dvé pravdépodobnostni miry na méfitelném prostoru (€2, .4). Je-li B C A sub-o-algebra,
zavadime entropii miry Q vzhledem k mite P na B predpisem

dQIB 4 dQ B dQ B
Hqip(B) = [ dP}B dP|‘B )dP = [In( dP\lB) d@, pokud Q<P

a Hgp(B) = oo jinak. Budte B, C B,41 € A pro n € N. Ukazte, ze

(a) 0 < Hgp(B) < Hgip(A) a Hgp(B) = 0 pravé tehdy, kdyz plati Q|B = P|B.

(b) X, := dQ|Bx je B,-martingal, ktery konverguje skoro jisté.

aP|B,,
(c) Hy :=lim, H,, > E[X In(X)], kde H, := Hgp(B,) a kde X = lim,, X,, skoro jisté.
dQ|B
dP|Bs S

)
)
(d) X, je stejnomérné integrovatelny pravé tehdy, kdyz Q|By < P|Bsx a X =
) X, je stejnomérné integrovatelny, pokud H,, < oo.

)

H,, =lim, H, pron — .

. Je-li S, stejnomérné integrovatelny F,-submartingal, pak existuje S € L, takova, ze S,, — S skoro
jisté a v Iy pro n — oo. Navic S,, < E[S|F,] skoro jisteé.

Je-1i S, F,-adaptovany proces, pak je to stejnomérné integrovatelny F,,-martingal praveé tehdy, kdyz
existuje S € L, takova, ze S, = E[S|F,] plati skoro jisté pro kazdé n.

. Doobova véta o konvergenci submartingala: Je-li S,, submartingal takovy, ze sup,, FS| < oo,
pak existuje S € LL; takovd, ze S,, — S skoro jisté pro n — oo.

. Konvergence submartingala II: Je-li S, submartingal takovy, ze Esup,,(S,+1 — Sn)™ < 0o, pak
existuje limita skoro jisté posloupnosti S, - 1jgup, s, <oc]-



